3.1. Pendahuluan

Pada bidang keuangan, umumnya akan dijumpai serangkaian
pembayaran yang dilakukan secara periodik. Sebagai contoh, pembayaran
dana pensiun dan pembayaran cicilan kendaraan yang biasanya dilakukan
secara reguler setiap bulan, pembayaran dividen kepada pemegang saham.
atau pembayaran kupon tahunan kepada pemegang surat utang (obligasi).
Pada pembahasan di bab I, apabila kita menghitung nilai saat ini atau nilai
masa mendatang dari serangkaian pembayaran, maka kita dapat menghitung
masing-masing pembayaran tersebut secara terpisah. kemudian menghitung
nilai totalnya pada bagian akhir.

Apabila sebuah transaksi melibatkan serangkaian pembayaran yang
memiliki suatu pola tertentu, maka sangat memungkinkan bagi kita untuk
menggunakan metode aljabar dalam menghitung nilai saat ini atau nilai masa
mendatang dari seluruh pembayaran tersebut. Oleh karena itu, pada bab mi
kita akan mempelajari mengenai penghitungan nilai saat ini dan nilai masa
mendatang dari serangkaian pembayaran yang memiliki pola tertentu.
khususnya apabila masing-masing pembayaran tersebut memiliki nilai yang
sama.

Serangkaian pembayaran yang memiliki pola pembayaran tertentu
disebut sebagai anuitas (annuity). Menurut definisi, anuitas adalah
serangkaian pembayaran yang dilakukan secara reguler pada interval waktu
tertentu. Suatu unit anuitas (unit annuity) adalah istilah yang digunakan
untuk mendefinisikan anuitas dengan besar pembayaran sebesar 1 satuan.

Seluruh penghitungan yang dilakukan di dalam contoh pada bab ini
dapat dilakukan dengan mudah apabila kita menggunakan kalkulator finansial
atau spreadsheet komputer. Namun hal tersebut bukan berarti bahwa pembaca
diwajibkan menggunakan alat-alat tersebut dalam penghitungannya.
Pembahasan yang dilakukan di bab ini ditekankan kepada pemahaman
mengenai prinsip-prinsip dasar dan hubungan aljabar di dalam penghitungan
nilai saat ini dan nilai masa mendatang dari anuitas.
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penerima pembayaran masih hidup atau sudah meninggal. Pembahasan pada
bab ini akan dibatasi pada anuitas tertentu saja.

Berikutnya. anuitas tetap (level annuity) merupakan anuitas dengan
besar pembayaran yang selalu tetap pada setiap waktu/periode pembayaran.
Contoh dari anuitas tetap adalah pembayaran dana pensiun, di mana jumlah
uang dibayarkan kepada penerima anuitas selalu sama setiap bulannya.
Pembahasan pada bab ini akan difokuskan pada anuitas tetap, sedangkan
untuk anuitas tidak tetap akan dibahas pada bab 4.

Dalam penghitungan nilai saat ini (present value) maupun nilai masa
mendatang (future value) dari suatu anuitas, umumnya digunakan formula
pada penjumlahan deret geometri yaitu

= Tn+1
I+r4+ri+tr=———r=1
=

Apabila |r| < 1, maka jumlahan deret tak hingga dari deret geometri
konvergen ke suatu nilai, yaitu

1

1+r+r24..=
e

3.3. Anuitas Akhir (Annuity Immediate)

Nilai saat ini dari anuitas akhir sebesar 1 satuan per periode
pembayaran dengan n kali pembayaran disimbolkan dengan ay; . di mana i
adalah suku bunga efektif per periode pembayaran. Anuitas akhir juga dapat
dinotasikan dengan ay apabila suku bunga tidak diketahui secara pasti.
Penghitungan formula dasar dari @j|i» dapat ditunjukkan melalui ilustrasi pada
gambar 3.3 berikut ini.

Pembayaran

|
I

—_—t —

-—
b —t—

Waktu (1) 0 <

Saat ¢ = 0, pembayaran pertama bernilai v

-
Saat t = 0, pembayaran kedua bernilai v’

4_
Saat t = 0, pembayaran Kke-n bernilai v"

Gambar 3.3. Lini Masa Nilai Saat Ini pada Anuitas Akhir
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Setelah mengetahui nilai saat in dari anuitas akhir, beritkutnya. perlu

art anuttas akhir yang disimbolkan
asar dari S, dapat ditunjukkan melalui

dihitung pula nilai masa mendatang
dengan Sy. Penghitungan formula

ilustrasi pada gambar 3.4 berikut inj,

Pembayaran | I |
SR T |

— ! !

Waktu (1) 0 { ) ]

Saat t = n, pembayaran ke-n bernilai |

»
—p

Saat t = n, pembayaran kedua bernilai Iy S

.
>

Saat t = n, pembayaran pertama bernilai [asnje

Gambar 3.4. Lini Masa Nilai Masa Mendatang pada Anuitas Akhir

Berdasarkan Gambar 3.4, dapat dirumuskan formula untuk menghitung
nilai masa mendatang dari anuitas akhir sebesar | satuan per periode
pembayaran dengan n kali pembayaran sebagai berikut.

@-LtHr—1

l

=@ O (D2 L0 @E RS 1=

Catat bahwa penghitungan nilai masa mendatang dari anuitas akhir
dapat juga dilakukan dengan menggunakan hubungan antara nilai saat ini dan
nilai masa mendatang dari anuitas. Apabila S| merupakan nilai masa
mendatang di akhir periode ke- n dari ), artinya:

sap = (1 + D)"az atau gy = V" s

Formula di atas adalah pendekatan yang bisa digunakan untuk
mendapatkan nilaj masa mendatang dari anuitas akhir jika diberikan nilai saat
1 dari anuitas, serta sebaliknya.

Conton 3,3
Jkan = 10 dap, [ = 2,5% dapatkan nilai dari agg) dan sy
Solusi:

De"ga“ Mmenggunakan formula dari nilai saat ini anuitas, didapatkan
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Waktu (t) 0 I 2

Saat 7= 0, pembayaran pertama bernilai 1
e

Saat7=0, pembayaran kedua bernilaj v

-
]

Saat =0, pembayaran ke-n bernilaj v
*Catat bahwa pembayaran ke-n terjadi saat r =n-1

Gambar 3.5. Linimasa Nilai Saat Ini pada Anuitas Awal

Berdasarkan Gambar 3.5, dapat dirumuskan formula untuk menghitung
nilai saat ini dari anuitas awal sebesar | satuan per periode pembayaran
dengan n kali pembayaran sebagai berikut.
= G

Nilai Saat Ini (PV) n|
1+v+v24+v3+.. 41
=
=7
= 1—v"
d
Dengan demikian, nilai saat ini untuk anuitas awal adalah
7 =
a;l—l = d

Nilai masa mendatang dari anuitas awal dapat dituliskan sebagai berikut.

SRR R
o= (1 + DMdigy = a

Cara lain untuk mendapatkan nilai dari dz; adalah dengan mengalikan

- i . L oo e o . :
@y dengan - Dengan kata lain, apabila diketahui nilai saat ini dari anuitas

akhir, maka dapat dicari nilai saat ini dari anuitas awal melalui formula
berikut

[ .
n—l_-:a-aﬂ:(l'{'[)a?ﬂ
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anuias akhi | e L)Snl
Sﬂ ¥ d n
h3.3 dapatkan Jilai dari dg dengan mencari 4
J 1 3 .
(Conto = Sty !

Diberikan =
terlebih dahulu.

Solusi:

1—(-:[."16{) = 4,8534
= 1)
B8l 00

i~ dan a7 diperoleh:
Dengan menggunakan hubungan antara y dan azy dip

= = 4,901966
ig = (1+0,01)ag = 1,01 x 48534

Penyelesaian contoh 3.3 dengan menggunakan soffware R adalah sebagai
berikut.

> library(Financialmath)

: .

annuity. level(pv=NA, fv=NA,n=5,pmt=1,1=0.01, i c=1, pf=1, {mm=FALSE)
Level Annuity

i 4.901966
2y 5.152015
PMT 1.000000
Eff Rate 0.010000
Years 5.000000
¥
Contoh 3.4

Diberikan | = 120

dann = 15, dapatkan nilaj dari S5 dan s

Solusi:
I 1,218/ __ 1
= 372797
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T

[)engal11ucru;g1n1ak:nlllululn;u|n ulu;n1|5g,llhn|.s”|tluxcrulclu
51 = (1 + 0,12)s45; = 1,12 X 37,2797 = 41,7533

Penyelesaian contoh 3.4 dengan menggunakan software R adalah
sehagai berikut.

> 1ibrary(Financialmath)

> annu1t¥hdu9<-
annuity. evel (pv=NA, fv=NA, n=15, pmt=1,1=0.12,ic=1, pf=1, imm=FALSE

2 annu1t¥_immed1ate<~
annuity. level (pv=NA, fv=NA, n=15, pmt=1,1=0.12,ic=1, pf=1, imm=TRUE)

s annuity_due '
Level Annuity

PV 7.628168
£V 41.753280
PMT 1.000000
gff Rate 0.120000
vyears 15.000000

> annuity_immediate
Level Annuity

PV 6.810864
FV 37.279715
PMT 1.000000
eff Rate 0.120000
Years 15.000000

3.5. Anuitas dengan Besar Pembayaran Lebih dari 1 Satuan

Pada subbab 3.3 dan 3.4, nilai saat ini dan nilai masa depan dari anuitas
akhir dan anuitas awal dapat diperoleh dengan menggunakan formula dari ag;
dan S7j- Catat bahwa untuk kasus tersebut, besar pembayaran pada setiap
periode pembayaran adalah | satuan. Pada banyak kasus, besar pembayaran
pada setiap periode pembayaran bukanlah 1. Sebagai contoh, apabila besar
pembayaran pada tiap-tiap periode pembayaran adalah P, maka nilai saat ini

dan nilai masa mendatang dari anuitas diberikan oleh:

Anuitas akhir:

PV = Pa,—;l

FV = PSm
Anuitas Awal:

PV = Pﬁ;ﬂ

FV = PS';;]
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: sembayaran P X
tas dengan | i I-IJ/.Jr},rJ;..

Contoh 3 .. dari a ~ =
10 saat 1M ai=8%. J

Depeftt m’dli ig'q]:cmb'-wamn dengan suku bung 3

5 kali peEs
selaman =~
Solusi: 1 (,L)S

(Sl | = Rp998.177
PV - PaF;lB"I = 250.000( 0,0‘8 p ,51

penyelesaian contoh 3.5 dengan menggunakan software R adalah Sebi
b &dl

berikut.

> library(Fi nancialMath)
;nnui ty.level(pv=NA, fv=NA,n=5, pmt=250000, i=0.08,7c=1,pf=1 ; e

RUE) :

Level Annulty
PV 998177.51
FV 1466650.24
PMT 250000.00
Eff Rate 0.08
Years 5.00

3.6. Anuitas pada Pembayaran Cicilan
Sebagaszalzzn:c?l:ll ap.lik;-‘;i dari anuitas adalah pada pembayaran pinjaman
RplO0.000.00U,p:::l];as o ;) ak Tono meminjam uang di bank sches
harus dibayarkan dengal:l l:: o ef.e}.{tlf tahunan i = 8%. Hutang tersebut
tahun. Pertanyaan yang be:illza mencicil pada setiap akhir tahun selama 10
utnya muncul adalah berapakah besar cicilan.

yang dinotasikan denog
tahunnya? gan R, yang harus dibayarkan oleh Pak Tono pada setisp

ang  dimili: :
iliki p ata il

e lch e Bl ak Tono. Dengan kata B
Na Itu, nj qvarkal

ahunnyg adalah:

'al\j-: 100.000,00¢

lai cicilan yang harus dib

0.08
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Selain digunakan pada penghitungan pembayaran pinjaman, anuit
) , an, ¢ as

juga dapat Lil-‘l[‘rh]\;lhll\;ll’l pada penghitungan dana pensiun. Dalam hal ini

hih:lI\ er

(selama

fangeung akan membayar sejumlah dana di awal periode waktu
sekerja) dan akan  mendapatk: ¢ ebesar
bekerj | ST patkan uang sebesar P pada masa
l,cnsiunn):l sesuai dengan perjanjpan yang dibuat. Cara menentukan besarnya
L S¢ /e
. ST ngounaki o
p adalah dengan menggunakan nilai saat ini dari anuitas. Contoh 3.6 berikut

ini merupakan aplikasi dari penghitungan anuitas pada dana pensiun

Contoh 3.0
o o v A\t s 1 14 £
qeorang karyawan berusia 35 tahun telah merencanakan akan pensiun pada

usia 65 tahun. Ta ingin mendapatkan vang pensiun sebesar Rp120.000.000
yang dibayarkan setiap awal tahun selama 15 tahun berikutnya hingga ia
mencapai usia 80 tahun. Diketahui suku bunga saat ini hingga usia pensiun
adalah 6% dan setelah pensiun hingga 15 tahun berikutnya adalah 8%.
Hitunglah besar cicilan per tahun yang harus dibayarkan oleh karyawan
tersebut kepada pihak asuransi dana pensiun selama 30 tahun (pada kasus ini
pembayaran cicilan selalu dilakukan pada akhir tahun).

Solusi:
Nilai akumulasi dari uang karyawan tersebut selama 30 tahun harus sama

dengan nilai saat ini (nilai saat ini ketika karyawan tersebut berusia 65 tahun)
dari uang yang akan diterima selama 15 tahun berikutnya. Misalkan besar
cicilan yang dibayarkan karyawan tersebut adalah R. Tabel berikut ini
menjelaskan pembayaran cicilan yang dilakukan oleh karyawan selama 30
tahun dan besar dan pensiun yang diterima olehnya selama 15 tahun

berikutnya.
Pembayaran ke- Nominal
I R
2 R
30 R
Dana pensiun ke- Nominal |
l Rp120.000.000
2 Rp120.000.000
15 Rp120.000.000 |
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= dari 1012 ; pahwa kedud niia &

ar al

tahun) 5 Catat b
, 000475[8%
120.000- : ’

s . Ieh cL %
dekm"mpﬂo 5 %;:12&000000 15|8%

530[6

o menyelesaikan persamaan di atas, yai,
a
oleh deng

. nilai R dapat diper 08~
Jadi, nilai R }_':__13___--——)
2 120.000.000( 0,08/1,08 / _ pp14.031.544 5
0.000atsi8% _ gr=
Ly
Siﬁl_é% 0,06

are R adalah sebag;;
lesaian contoh 3.6 dengan menggunakan softw sebagai
Penyelesal

berikut.

. nancialvath)
> library(Financi alivar 3 2 =1, imm= )
> akumulas T ovena, Fu=NA,n=30, prt=1,7=0.06, ic=1, pf=1, imm=True)

mulasi ;
! Level Annuity

o 13.76483
5 79.05819
puT 006000
Eff Rate 0.
Years 30.00000
> Manfaat<- i ' .
annuity. Jevel (pv=NA, fv=NA,n=15, pmt=120000000, i=0.08,ic=1, pf=l,
mm=FALSE)
> Manfaat
Level Annuity
PV 1.109308e+09
FV 3.518914e+09
PMT 1.200000e+08
Eff Rate 8.000000e-02
Years

1.500000e+01

NiTar e :
; N}]:}_g 1.109308e+09/79.05819

> Nilai_gr
[1] 14031544

37, Anuitag Tertung,
Pada beper, ak
dilakukap g5, ini, l:nelzs:i; serangkaian Peémbayaran suatu anuitas tidak dap?"
ank ingjp Pensiun pady +, ll]cdl Masa depan, Sebagai contoh, seorang peker)?
Membeli anyigyg ea W lima tapy, dari sekarang. la berencana untuk
mbayal'kan RplOO-OOO.OOO per tahun Selama '0

tahun, g; m
* 7 hana pemp, ;
Yarap UItas dimyla; ) ‘101 sadl
a Ual 5 tahun dari sekarang. Nilar 3




ini darl anuitas tersebut adalah 1}“(100-000-000“17)7)- Anuitas dengan jenis

ini disebut sebagal anuitas tertunda (deferred annuity). Perhatikan ilustr

asi
ealen ang menvyatak: ; it s !
pndﬂ gamhm 3.6 yang menyatakan huhungan antara anuitas akhir selama 5
tahun dan anuitas tertunda.

ar I |
embayaran |
Pemba | | | |

Waktu (1) 0 1 2 3 s

!

f
2 pembayaran anuitas dengan
PV = @y saat t = 3. Pada saat

t = 0, diperoleh PV = via,,

3 pembayaran anuitas
dengan PV = agz saatt =0

Gambar 3.6. Lini Masa dari Pembayaran Anuitas Akhir Selama 5 Tahun

Berdasarkan Gambar 3.6, nilai saat ini dari anuitas akhir selama 5 tahun
dapat dinyatakan sebagai:

BYi=ao) bt i vt Lt v = wibivd vt Lot (v vf)
= az + viaz
3 2|
Dengan demikian, nilai saat ini dari anuitas akhir selama 5 tahun
merupakan penjumlahan dari nilai saat ini anuitas akhir selama 3 tahun, dan

nilai saat ini anuitas akhir selama 2 tahun yang tertunda selama 3 tahun.
Berikut ini adalah definisi dari anuitas tertunda. |

Misalkan sebuah anuitas akhir membayarkan uang sebesar 1 setiap
akhir tahun, di mana pembayaran pertama dimulai pada waktu ke-k +1
(akhir tahun ke-k + 1) dan jumlah pembayaran adalah » kali, maka nilat saat
ini (pada waktu ke-0) dari anuitas tersebut dinotasikan dengan

k| %l
Untuk nilai n > 0, maka diperoleh
(|G = SR 4 pkH2 o gt
=(v4 02 + 0% 4 o 4 0"*) = (W F V2V H ot k) = a5 — AR

. W v
= ph (o402 + 02+ ok V) = Viag
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l’cnwlc~.aiull contoh 3.7 dengan menec ¢
_ g 1enggunakan software R A1 el
: adalaln sebaga)

berikut.

h’brary(?in(:a1)‘F

pre_annuity <- unction(del .

factor_di Scount"l/(l+1‘tr);\3§1‘;”'pvha””“"t)/) {
calculated<-factor_discount*pyv g .
return(calculated) —annuity

V444V

}

pv_anc—rqund(pv.annuit 0.

> re_annu‘lty(30,0.06,pvza(m)os’15’_120000000,0),3)
[IEJ 178835035

Contoh 3.8
Dapatkan nilai dari ag; bila diketahui agz = 10,5753 dan v = 0,88797

Solusi:
Dengan menggunakan identitas pada anuitas tertunda diperoleh:

131 = ag + veag = (1 +v®)ag
Oleh karena itu. nilai dari ag adalah

ﬂ—56014
@=Epe) v >

Penyelesaian contoh 3.8 dengan menggunakan software R adalah sebagai
berikut. )

> vpangkat6<-0.88797

S }«:— (1-vpangkat6A(1/6)) /vpangkat6A(1/6)

El% _2_.02000026
ifecontingencies:

[1] 5.601426g

-annuity(i,6,m=0, k=1,type = "immediate")

Contoh 3.9

N.ilai saat ini dari anuitas a
Bila diketahui bahwa v = 0,95238, hitunglah nilai saat ini
tersebut jika waktu jatuh tempo dari anuitas adalah 8 tahun.

Rp17.730.000.

khir selama empat tahun adalah
dari anuitas

Solusi:
Misalkan X az; menyatakan nilai saat ini
Dengan demikian didapatan Xaz = 17.730.000. De

identitas pada anuitas tertunda, diperoleh

dari anuitas akhir selama 4 tahun.
ngan menggunakan
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Deret Geometri
Deret G€OMETT]

il +Tﬂ+1

2 TIE==T
e et T = 1
1+r+? s 1 1+T+T2+---:;‘;;|r|<1

1-7

Anuitas Akhir (Annuity Immediate)

1—p"

& . : (1+1)"—1
an] = Sl @t l)na;;l* S Any = v”s;i
Anuitas Awal (Annuity Due)
G e L g | (1+i)"-1 -
aﬁ‘l— F Sﬂ = (1+I)naﬂ=—i n—I:v”S'ﬂ
Hubungan Antara Anuitas Awal dan Anuitas Akhir
i T S e : T :
E—1+z—>an|_~dan!—(1+1)an-| s;l—gsn—l—(l—l—a)s;l

Anuitas Tertunda (Deferred Annuity)

e k = = k+1"_..— L J . Sl oo = _..
Kdmp =V Qg =V dn] = Oagg] — ] = ntkera] Q1]

B S el
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