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Ruang Vektor Umum

Misalkan v, v, w e V dan k,l €R

V dinamakan ruang vektor jika memenuhi aksioma:

»

untuk setiap u,veEvV maka ut+vev
(V tertutup terhadap operasi penjumlahan)

u+v=v+u
ut+@+w=u+v)+w

Terdapat 0 e V sehingga untuk setiap @ €V berlaku @ +0
=0+u=1u
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Ruang Vektor Umum_2

>

untuk setiap ueV  terdapat —u sehingga
u+(—u) =(—u+u) =0

untuk setiap u €V dan kER maka kuev
(V tertutup terhadap operasi perkalian dengan scalar)

k(u+v)=ku+ kv
(k+Du=ku+lu
k(lu) = I(ku) = (kDu

lu =u
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Contoh Ruang Vektor:

Contoh :

* Himpunan vektor Euclides dengan operasi standar (operasi
penjumlahan dan operasi perkalian dengan skalar).

Notasi : R"(Ruang Euclides orde n)

Himpunan matriks berukuran m Xn

dengan operasi standar (penjumlahan matriks dan perkalian
matriks dengan skalar),

Notasi : M,,...(Ruang Matriks m X n)

Himpunan polinom pangkat n dengan operasi standar.

Notasi : P,(Ruang Polinom orde n)
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Ruang Euclides orde n

» QOperasi-operasi pada ruang vektor Euclides:

— Penjumlahan
U+ V= (uy +vy, Uy + Vs, .., U, +7,)

— Perkalian dengan scalar Riil sebarang (k)
ku = (kuy, kus, ..., kuy)

— Perkalian titik (Euclldean inner product)
UV =uUV, +UVy + -+ UV

Panjang vektor didefiniskan oleh:

1
(il = (@ -ﬁ)i=\/uf+u§+---+uﬁ

Jarak antara dua vektor didefinisikan oleh:
d(t, 5) = (|t — Bl = /(u, — v)? + (g — V)% + -+ + (U, — 1,)?
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Contoh:

» Diketahuiu=1(1,1,2,3) dan v = (2,2,1,1)
Tentukan panjang masing-masing vektor dan jarak antara
kedua vektor tersebut

Jawab:
» Panjang vektor:
1
lull = (- u)z =12 + 12 + 22 4+ 32 = /15
1
1]l = (0 9)2 = /22 + 22 + 12 + 12 = /10

» Jarak antar kedua vektor:
dii—v) =1t — |l =+ (1 —2)2+(1 — 2)2+(2 — 1)24(3 — 1)
=JED2+H (C1)2+ ()2 + (22 = V7
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SubRuang

> Misal W merupakan subhimpunan dari sebuah
ruang vektor V
W dinamakan subruang (subspace) V jika W juga
merupakan ruang vektor yang tertutup terhadap
operasi penjumlahan dan perkalian dengan scalar.

> Syarat W disebut subruang dari vV adalah:
-w={}
- wcv
—Jikau, veEW makau+vew
— Jikauewdan ke Rmakakuew
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Contoh 1:

» Tunjukan bahwa himpunan W yang berisi semua matriks
orde 2 x 2 dimana setiap unsur diagonalnya adalah nol
merupakan subruang dari ruang vektor matriks 2 x 2

Jawab:

» G:[g E]EWmakaW#{}

» Jelas bahwa W cV




> Ambil sembarang matriks 4, B € W maka

Perhatikan bahwa:

. 0 aq 0 bl o 0 al—l_bl
A-I_B_[ﬂz ﬂ]—l_[bz ﬂ]_-l_[ﬂz"‘bz 0

Ini menunjukan bahwa A+ BeWw

> Ambil sembarang matriks 4 € W dan k € Riil maka
kA = k[ﬂ '11] EW
a, 0
Ini menunjukan bahwa kAe w

Jadi, W merupakan subruang dari M,
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Contoh 2:

Periksa apakah himpunan D yang berisi semua
matriks orde 2x2 vyvang determinannya nol
merupakan subruang dari ruang vektor M,

Jawab:

Ambil sembarang matriks A,B € W. Dimana dipilih a #
+ b:

,jelas bahwa det(4) = 0

,jelas bahwa det(B) = 0
e et B = == S e

o o

=~ O 8



> Perhatikan bahwa:

A+B =] b

b a

Karena a = b
Maka det(A+B) =a? —b? =0

Jadi D bukan merupakan subruang Matriks
berukuran 2 x 2 karena tidak tertutup terhadap
operasi penjumlahan
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Kombinasi Linear

> Sebuah vektor u dinamakan kombinasi linear dari
vektor-vektorvy,v,, ..., v,
Jika vektoru tersebut dapat dinyatakan dalam
bentuk:

u=kyv; + kv, + -+ kv,

dimana k4, k,, ..., k,adalah skalar Riil
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Contoh:

> Misal u =(2,4,0) dan v = (1,—1,3) adalah vektor-
vektor di R3.
Apakah vektor berikut merupakan kombinasi
linear dari vektor-vektor di atas

— a=(42,6)
— b =(15,6)
— ¢ =(0,0,0)




Jawab:

d.

Tulis kju + kav = a
Akan diperiksa apakah ada kq, k> sehingga kesamaan tersebut dipenuhi

2 1 4
'i‘:l 4 +I|Ig —1| = IE]
0 3 6

Persamaan diatas dapat dituliskan dalam bentuk perkalian matriks sebagai

herikut:
2 1 I 4
1
s -l
2
0 3 6
menggunakan OBE diperoleh:
2 1|2 1 0|1
[4 —1—5‘“‘“...“«[{] 12]
0 316 0 010

Dengan demikian a merupakan kombinasi linear dari vektor u dan v atau
a=1u+2v




b. Tulis kyii + koo = b
Akan diperiksa apakah ada ki, k, sehingga kesamaan tersebut dipenuhi

2 1 1
o] + 12 H =H
0 3 6
Persamaan diatas dapat dituliskan dalam bentuk perkalian matriks sebagai
herikut:
2 1 ky 1
s —1|[] - H
o 317 e
menggunakan OBE diperoleh:
2 1|1 1 01
[4 -1 5]w...w{ﬂ 1|—1
0 316 0 o9

Baris terakhir pada matriks ini menunjukan bahwa SPL tersebut tidak
konsisten(tidak mempunyai solusi). Jadi, tidak ada nilai k; dan k, yang

memenuhi persamaan tersebut. Oleh karena itu, b tidak dapat dinyatakan
sebagai kombinasi linear dari « dan ¢



c. Dengan memilih k, =0dan k, =0 maka kju+k,v=¢

Vektor nol
merupakan
kombinasi linear
dari vektor
apapun




R Em a0 =m
Membangun Suatu Ruang Vektor

> Himpunan vektor
S = {Hll Uz, -y t‘?ﬂ}

dikatakan membangun suatu ruang vektor vV jika setiap
vektor pada Vv selalu dapat dinyatakan sebagai kombinasi
linear dari vektor-vektor di S.

Contoh:
Tentukan apakah
v; = (1,1,2),

v, = (1,0,1), dan
v; = (2,1,3)
Membangun R?




Jawab:

> Ambil sembarang vektor di R?, misalkan

U =

Tulis:

Uy

Us

| U3 |

ﬁ — klﬁ_l‘ sz ‘I‘ .ICEITEL

Dalam bentuk perkalian matriks, persamaan
tersebut dapat dituliskan sebagal berikut:

1 1 2]
1 0
A ]
.

1
31| ks

kyq
ks

Uq
— H‘E

Us

!
_._-_




» Syarat agar u dapat dikatakan kombinasi linear v, v5, v3
adalah SPL tersebut harus mempunyai solusi.

Uy
Uz — Uy

Uz — Uy — Uy

» Dengan OBE diperoleh:

1 1 2
0o -1 -1

0 0 0

Agar SPL itu konsisten haruslah u; —u, —u; =0

Ini kontradiksi dengan pengambilan vektor sembarang(unsur-
unsurnya bebas, tak bersyarat)

Dengan demikian vektor-vektor tersebut tidak membangun Rr*
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Vektor Bebas Linear

> Misalkan S = {uy,us, ..., u,,} adalah himpunan vektor
diruang vektor V. S dikatakan bebas linear(linearly
independent) jika kombinasi linear:

kg + kty + -+ ki, =0

Hanya dipenuhi oleh
.Ifl — D,kz — U,...,kn =0
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Contoh:

» Diketahui u = (-1,3,2) dan a = (1,1, —1). Apakah u
dan a saling bebas linear di R?3

Jawab:
> Tulis

klﬁ—l‘ kz& — _lj

Atau
—1 1 ky 0
3 1 I ] 0
2 —11"% ol




> Menggunakan OBE dapat diperoleh:

—1
3
2

1
1
—1

0
0
0

Dengan demikian diperoleh:

klzﬂdaﬂ .'!fEZU

1 0
0 1

0 0

0
0
0

Ini berarti u dan a saling bebas linear




> Contoh:
Misalkan
—1] = [ 1] [ 2 ]
a=|3|,b=|1]|,c=|-6
| 2 |—1] | —4 |
Apakah ketiga vektor diatas saling bebas linear

Jawab:

Atau

|
(-
et
2

T
=
=




> Dengan OBE diperoleh:

[1

0

L0

—1
4
1

2
0

0.

Ini menunjukan bahwa

ki, k5, ks solusi tidak trivial (kq, ko, k; tidak selalu 0)

Jadi

a, b, ¢ adalah vektor-vektor yang bergantung linear

N

El ¥

!

0

10

—1
1
0

_2'
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Basis

» Jika V adalah sembarang ruang vektor dan § =

{uy, Uy, ..., U} Merupakan himpunan berhingga dari
vektor-vektor di vV, maka S dinamakan basis baqgi
V jika kedua syarat berikut dipenuhi:

—5 membangun Vv

— S bebas linear




Contoh:
> Tunjukan bahwa himpunan matriks berikut
(3 6170 -1 0
M_[[S —5]’[—1 ] ’ [ 1 z]}
Merupakan basis bagi matriks berukuran 2 x 2
Jawab:

> Tulis knmbinasi linear:

k3 Slre(f Gl TElewall l=[0
Atau
[ 3k, + ks 6ky — ko — 8k, }z[g b
3k, —k, —12k; — k, —6k; —4k, + 2k, c d



> Dengan menyamakan setiap unsur pada kedua matriks,

diperoleh SPL:

'3 0 0 1][k]
6 -1 -8 0 ||k
3 -1 —-12 —1||ks

-6 0 -4 2 [|k,]

Determinan matriks koefisien = 48 determinan matriks

koefisiennya tidak sama dengan 0 maka

- Ketika a=0,b=0,c=0,d =0, SPL Homogen punya solusi

trivial yaitu k;=0, k,=0, k;=0, k,=0 (bebas linear)

- SPL memiliki solusi untuk setiap a,b,c,d € R (membangun)

Jadi, M bebas linear.

A no A




» Karena M bebas linear dan membangun
M,., maka M merupakan basis bagi M,..

» Ingat, basis untuk setiap ruang vektor adalah
tidak tunggal

Contoh:

Untuk ruang vektor M,.,, himpunan matriks

{

juga meru

1 0]
0 11’
hakan

o ol li ollo 1l

pasisnya



Dimensi

> Perhatikan matriks berikut:

[—1 -2
A=|1 2
L1 2




Dengan melakukan OBE diperoleh
1 2 0 -1
[{] 0O 1 0 ]
0O 0 0 O

Perhatikan kolom-kolom pada matriks hasil OBE
2 0 -1

0 (g) 0
0 0 0 |
Berdasarkan satu utama dari matriks 4. Maka matriks A
mempunyai basis ruang kolom vyaitu:

HiR




Jika A ditransposkan terlebih dahulu dan
maka diperoleh

dilakukan OBE pada A,

sil OBE

(1 0 —1/2]

0 1 1/2

0 0 0

0 0 0
Perhatikan kolom-kolom pad atriks ha
—1/2]

1/2

0 0

0 0 0

Berdasarkan satu utama dari matriks 4. Maka Matriks A tersebut

mempunyai basis ruang baris:

MUH1G3/ MATRIKS DAN RUANG VEKTOR



"Dimensi basis ruang baris-ruang kolom dinamakan rank”

IJI Basis Ruang Kolom

——— TN '
f l J Basis Ruang Baris

%J_adi rank dari matriks A ad%h 2.)
—= e @Easi Ruang Solusi

— P

— —

v,

AV,




Contoh:

> Diberikan SPL homogen:
2Zpt+q—2r—25s =10
p—q+2r—s5s=20
—p+2g—4r+s=0
3Ip—3s5=10

Tentukan basis ruang solusi dari SPL diatas:
Jawab:

SPL dapat ditulis dalam bentuk:

FIEEEE)




> Dengan melakukan OBE diperoleh

1 0 0 -—1fo
0 1 -2 0]0
0 0 O 0|0
0o 0 0 0 |0

» Solusi SPL Homogen tersebut adalah

IR

Dimana a,b merupakan parameter
D —— ]




» Jadi, basis ruang solusi dari SPL diatas adalah:
21 To

==

2
1
0.

Dimensi dari basis ruang solusi dinamakan nulitas.
Dengan demikian, nulitas dari SPL diatas adalah 2.



Latihan
6 3]

> Nyatakan matriks [0 o

Sebagail kombinasi linear dari matriks berikut:
[ 3l gldan 5 T

> Periksa apakah himpunan berikut bebas linear!
—{6 —x%,6+ x + 4x?}
—{1+3x +3x%,x+4x%,5+ 6x + 3x?%, 7+ 2x — x?}

> Periksa apakah himpunan 4 = {6 — x%,6 + x + 4x?}

ST S——



» Periksa, apakah himpunan berikut merupakan basis bagi
polinom orde 2

—{4+6x+x%—-1+4x+2x%5+ 2x —x?}
—{—4+x+3x%6+5x+2x% 8+ 4x+ x?}
» Misalkan
J ={a+ bx + cx?|a? = b? + c?}
Merupakan himpunan bagian dari ruang vektor polinom orde
dua

Periksa apakah J merupakan subruang dari ruang vektor
Polinom orde dua

Jika ya, tentukan basisnya




