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MATRIKS DAN DETERMINAN

Kompetensi Dasar :

Menggunakan operasi matriks dengan benar untuk menyelesaikan
persoalan fisika

Indikator Kompetensi :

1. Mahasiswa dapat menggunakan matriks dan determinan untuk
memecahkan persamaan linier simultan
2. Mahasiswa dapat membentuk rotasi di dalam berbagai koordinat .

3.1 Pendahuluan

Matriks merupakan jalan dari sebuah alur ketentuan perhitungan
numeriks baik itu dilakukan oleh program matlab, fluent , ataupun
program — program yang yang lain — lain. Matriks memiliki arti sebagai
pemisahan variabel dari sebuah lajur kanan dan kiri. Sebab antara setiap
lajur adalah berbeda- beda baik penentuan nilai — nilai variabelnya,
determinan, ataupun nilai eigen valuenya. Dengan kata lain Kita harus
paham antara operasi yang melibatkan satu ketentuan yang real dalam
menentuan bilangan - bilangan atau variable - variabel pada matriks.

3.2 Definisi Matriks

Matriks adalah susunan bilangan atau barisan yang berupa baris dan
kolom yang memiliki jumlah baris dan kolom masing — masing tertentu.
Misalkan : jumlah baris m dan jumlah kolom n, sehingga dapat dituliskan

a1 Q12 On
Amn = <a21 ) ,m = baris dann = kolom (3.1)
Am1 Am2 Amn
Untuk m = 2dann = 3
A23a a a
_ (%11 12 13
- (a21 az2 a23) (3-2)
3.3 Operasi Komponen — Komponen Pada Matriks
3.3.1 Operasi Penjumlah Matriks :
A+B=C
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a1 Aqz by, b1z> _ (‘111 + by azt+ b12)
(a21 azz) + (b21 baz)  \az1+ by Gz + by 33

Komponen — komponennya :
Amn + Bnn = Cn

3.3.2 Operasi Pengurangan Matriks :
A—B=C
(an a12) _ (b11 b12> _ (a11 — by a;; — blz) (3.4)
dz1 Q422 by1 by az1 — b1 Qzz — by '
Komponen — komponennya :

Amn = Bmn = Cnn

3.3.3 Operasi Perkalian Matriks :
AB=C

(all a12)(b11 b12>:
Q1 A2/ \by1 byy

(an "bi1 + a1z by g1 bzt agn: bzz) (3.5)
Az1°b11 + a3 by1 Q1 byp + Azz by '
Komponen — komponennya :
Cij = ZAikBkj
K
3.3.4 Operasi Perkalian Lagsung Matriks :
AxB=C
_ (11 Q12 _ ap1b alzb)
¢= (a21 azz) B = <a21b as,b (3:6)

Masing — masing komponen menjadi 4 komponen .
Jika matriks c terdiri dari 4 x 4 = 16 komponen.

3.4 Ketentuan Matriks — Matriks Lain
3.4.1 Matriks satuan / identitas dapat dituliskan :

100
I={0 1 0 (3.7)
00 1

Perkalian matriks dengan matriks | memunyai hasil yaitu matriks
itu sendiri.

1=(a )0 D= (@ o)
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Al=4 (3.8)

Matriks yang komponennya tidak sama dengan 0 hanya pada
diagonalnya disebut Matriks Diagonal

dy 0 0
0 0 di

Matriks Invers

Bila perkalian 2 matriks A dan B hasilnya matriks identitas
(AB =)

Maka matriks b disebut matriks invers dari A. Dituliskan dengan
Metode Langsung :

(AA- =1 ; B=4)

11 Q12 (A11  Q12\~ 1 0

(‘121 ‘122) (‘121 ‘122) N |0 1 (3.10)

Apabila diuraikan satu persatu dari persamaan (3.10) :

11411+ a0 =1
Q11" Q12 + Q12 A3, =0
Az1° Q11+ Ay 7431 =0

Az1 Q3 + Ay Ay =1

Dari persamaan ini komponen
matriks invers (A™) dapat
diturunkan dengan cara eliminasi
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3.5 Matriks Gauss Jordan

Metode matriks Dengan cara Gauss Jordan merupakan salah satu
metode yang mendasar untuk memperoleh variable dari operasi suatu
matriks. Dalam hal ini dapat dilihat pada persamaan (3.11) .

(@ a2 V) (311)

Dengan cara menjumlah, membagi pada suku matriks Kiri dan
kanan dibuat matriks kiri menjadi matriks I, matriks kanan akan menjadi
matriks invers. matriks simetri dan matriks antri simetri

Apabila A;; = Aj; , maka matriks disebut matriks simetri

Apabila A;; = —Aj; , maka matriks disebut matriks anti simetri

Matriks Simetri Matriks Anti Simetri
2 4 1 -2
(4 3) 2 %)

Penyelesaian persamaan dengan teori matriks. Misal persamaan dengan
parameter x,y,z :

Aix+Biy+Ciz=d
1 1Y T 0y 1 A, B, Cp\ sx d,
Azx + Bzy + C2Z = d2 (AZ BZ Cz) <y> = <d2)
A3x + B3y + C3Z = d3
Matriks

Nilai x,y, z dapat diturunkan secara biasa (Conventional) yaitu dengan
cara eliminasi satu persatu dari,y, z :

Contoh 3.1 :

Selesikan persamaan berikut dengan cara eliminasi :
2x+z=17
y+5z=4

4x+6y—5z=1
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Jawab :
Pada persamaan 1 dan 2 : Pada persamaan 2 dan 3:
10x + 5z =35 y+5z=4
y+5z=4 4x +6y—5z=1
10x —y =31 4x +7y =5

Pada persamaan 1 dan 3 :

4x + 2z =14
4x+6y—5z=1

—6y + 7z =13

Dari hasil eliminasi persamaan 1 dan 2 serta 2 dan 3, dapat dituliskan :

70x — 7y = 217

4x+7y =5
74x = 222
x=3

Nilai x dapat disubtitusikan ke persamaan hasil eliminasi
persamaan 1 dan 2

103) —y =31
30—y =31
y=-1
z=1

3.6 Determinan dan Penerapan Nilai Eigen

Determinan mempunyai arti fisis jika diterapkan pada sebuah
fungsi maka dapat diartikan sebagai nilai penunjang/ pokok sebelum
pengoperasian pada setiap element — element (anggota — anggota) dari
fungsi tersebut.

Misalkan nilai sebuah matriks bujur sangkar. Misalkan ada
matriks A dan :
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a b c

A= (a b) , B= (d e f) — dicari determinannya
c d o

Cara mencari nilai sebuah determinan adalah sebagai berikut :

3.6.1 Cara Perkalian Diagonal.

Hanya dapat digunakan untuk matriks yang berordo 2 atau 3 saja.
Matriks ordo 2 x 2 :

_(a by_ ,
detd = (c d) = ad — bc (3.12)
a b c\sa b
detB = (d e f) <d e)
g h i/\g h
detB = (aei + bfg + cdh) — (ceg + afh + bdi) (3.13)
Atau
_ (e f\_, (4 f) (d e)
de=a(f /) b(g +ely n (3.14)

3.6.2 Cara Minor Determinan.

Cara minor determinan merupakan cara yang merupakan
kelanjutan dari cara perkalian diagonal matriks karena hal ini yang lebih
ditekankan pada tiap — tiap element — element matriks.

Misalkan :
detd = 2 a (—1)*IM;,; (3.15)
Tinjau :
ai; Q12 Ag3
detA = | Gz1 G2z Q23 (3.16)
az1 Az dAszz

1. Determinan ordo n berasal dari matriks ordo n detA = |A| = |a;;]
dengani=j=n

2. Setiap element memiliki tanda (—1)*/

3. Untuk mencari determinan minor dan o;; yaitu dengan menarik garis
horizontal dan vertikaldari elemen a;; semua elemen yang tidak

terletak pada kedua garis tersebut merupakan elemen dari determinan
minor M;; .



Matriks dan Determinan |55

Untuk mencari determinan minor elemen a,,

M, = (a11 a13)

3.17
az1 Qszs ( )

Contoh 3.2 :

1 2 3
Carilah harga determinan A = (4 5 6)
7 8 9

Jawab :
Misalkan elemen yang akan kita ambil adalah yang terletak pada kolom 2,
maka detA dapat dituliskan :
detAd = A (=1)'*2M; + Ayp (=1)*+2 My, + A3, (—1)°+2 M3,
4 6 1 3 1 3
__2(7 9)_5(7 9)_8(4 6)
=—-2(36—-42) —5(9—21) —8(6 —12)
= —2(6) — 5(—12) — 8(—6)
=—-12+60 + 48
detd = 96

Contoh 3.3 :

1 -1 0
Carilah nilai eigen dari matriks A = <O 1 1 )
0 0 -1

Jawab :
Misalkan elemen yang akan kita ambil adalah yang terletak pada kolom 2,
maka detA dapat dituliskan :

[A—yI|=0

1-y -1 0
0 0 —-1-y

1-y*(-1-y)=0
i=1, v2=1, y,=-1
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4 N

Uji Kepahaman Anda
1. Tentukan nilai dan vector eigen dari matriks berikut

ini:

1 3
a (% 22)
o (3 5)

5 0 2
C. 0 3 0

2 0 5

2 30
d. (3 2 0)

0 0 1

\ )

Rangkuman Materi Matriks dan Determinan

Matriks merupakan jalan dari sebuah alur ketentuan perhitungan
numeriks baik itu dilakukan oleh program matlab, fluent , ataupun
program — program yang yang lain — lain. Matriks memiliki arti sebagai
pemisahan variabel dari sebuah lajur kanan dan Kiri.

Definisi Matriks :

Matriks adalah susunan bilangan atau barisan yang berupa baris
dan kolom yang memiliki jumlah baris dan kolom masing — masing
tertentu. Misalkan : jumlah baris m dan jumlah kolom n, sehingga dapat
dituliskan :

a1 Q12 an

Apn =1 221 - . | ,m = baris dan n = kolom
am1 Am2  Amn

Untukm = 2dann =3

A _(a11 a2 a13)
23 a1 dpz dAzz
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Operasi Komponen — Komponen Pada Matriks :

1. Operasi Penjumlah Matriks :
A+B=C
(a11 a12) + (bn b12) _ (an +by1 app+ b12>
az1 azz b21 b22 azq + b21 (05Y) + bzz
Komponen — komponennya :
Amn +_an = Cmn ]
2. Operasi Pengurangan Matriks :
A—B=C
(a11 alZ) _ (bn b12) _ (‘111 —bi1 a;p— b12>
Az1 App by1 byy
Komponen — komponennya :

az1 — by Az — by,

Amn = Bmn = Cin

3. Operasi Perkalian Matriks :
AB=C
(a11 a12) (bn blZ) _
Qz1 A2/ \by; by,
(a11 “biy +a12° by A1 bip+ayye bzz)

A1 b11 + Az by Azq byt az; by,
Komponen — komponennya :

Cij = zAikBkj

K
4. Operasi Perkalian Lagsung Matriks :
AxB=C
_ (Y1 Q12 _ (an1b a12b>
¢= (a21 azz) B = (a21b a,,b
Masing — masing komponen menjadi 4 komponen. matriks C terdiri
dari 4 x 4 = 16 komponen.

Ketentuan Matriks — Matriks Lain

1. Matriks satuan / identitas dapat dituliskan :

1 0 0
I=10 1 0
0 0 1

Al=A
2. Matriks yang komponennya tidak sama dengan 0 hanya pada
diagonalnya disebut Matriks Diagonal
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d; 0 0
D =< 0 d,, O )
0 0 dss
3. Matriks Invers :
Bila perkalian 2 matriks A dan B hasilnya matriks identitas
(AB = 1) Maka matriks b disebut matriks invers dari A. Dituliskan
dengan Metode Langsung :

(AA-=1; B=A4)
(an a12) (a11 a12)_ _ |1 0
Q21 Gz2/ \Az1 Q3 0 1
Matriks Gauss Jordan
<A11 A12> (1 0)
A1 A/ N0 1
Dengan cara menjumlah, membagi pada suku matriks kiri dan
kanan dibuat matriks kiri menjadi matriks I, matriks kanan akan menjadi
matriks invers. Matriks simetri dan antri simetri
Apabila A;; = Aj; , maka matriks disebut matriks simetri
Apabila A;; = —A;j; , maka matriks disebut matriks anti simetri

Penyelesaian persamaan dengan teori matriks. Misal persamaan dengan
parameter x.v.z:

Aix+Byy+ Ciz=d, Ay By Cy\ yx dy
. A; B, G <3’> =| dz
Azx + Bzy + sz = dz Mat”ks A3 B3 C3 Z d3
A3x + B3y + C3Z = d3
Nilai x,y, z dapat diturunkan secara biasa (Conventional) yaitu dengan

cara eliminasi satu persatu dari , y, z .

Determinan dan Penerapan Nilai Eigen

Kita ambil sebuah nilai sebuah matriks bujur sangkar. Misalkan ada
matriks A dan :

a b c
A= (a b) , B=|d e f — dicari determinannya
c d g h i
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Cara mencari nilai sebuah determinan adalah sebagai berikut :

i. Cara Perkalian Diagonal.
Hanya dapat digunakan untuk matriks yang berordo 2 atau 3 saja.
Untuk Matriks ordo 2 x 2 didapatkan ketentuan :

detAz((Cl Z)zad—bc

a b c\sa b
detB:<d ‘ f><d )
g h i/\g h

detB = (aei + bfg + cdh) — (ceg + afh + bdi)
Atau

detha(Z ]:)—b(;i {>+c(g Z)

ii. Cara Minor Determinan.
Misalkan :

detA = Z aij(—l)i+le'j
Tinjaulah :

All A12 A13

detd = A21 A22 A23

A31 A32 A33

1. Determinan ordo n berasal dari matriks ordo n detd = |A| =

|a;j| dengani=j=n

Setiap element memiliki tanda (—1)*/

3. Untuk mencari determinan minor dan o;; yaitu dengan menarik
garis horizontal dan vertikaldari elemen a;; semua elemen yang
tidak terletak pada kedua garis tersebut merupakan elemen dari
determinan minor M;; .

Untuk mencari determinan minor elemen a,,

_ (A1 Ags
MZ_(A31 A33)

N
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LATIHAN SOAL

1. Diketahui 2 matriks A dan B :

A= (3 2) dan B

1 0

Tentukan :

A+ B

B—A

AB

BA

(A+B)T
B-AT

I
VemmmN

1)

hD o0 o

2. Tentukan transpose dari matriks di bawah ini :

()
b. (AF1 )

l X

3. Tentukanlah transpose dan stelah itu determinankan matriks -
matriks di bawah ini :

3 2 1
a.<20—6>
Fgs !
b.(ol_)

4. Hitunglah invers dari matriks berikut ini :

6 9
a. (g 39)
b. (2 —7)
<1/ﬁ - 1/\/§>
1/V2 —1/V2
5. Hitunglah determinan dari matriks berikut ini dan tentukan pula
inversnya:

(% 29
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-1 2 3
b. (2 0 —4)
-1 -1 1
010
C. (1 0 0)
0 0 1

6. Gunakan metode matriks untuk menyelesaikan operasi persamaan
linear berikut ini :

a. x1+4x2=3 ) x1+x2=0
b. 15x1 _4'.x2 =5 ) 8x1 +x2 = —4

7. Diketahui 2 fungsi matriks A dan B terhadap x dan y , yaitu :

2 2
A= (3x 2y ) dan B = <2y x )
1 X x oy

Tetukanlah turunan satu kali dari perkalian antara matriks fungsi
A dan B terhadap :

a. Fungsi x

b. Fungsiy

8. Tentukanlah nilai dan fungsi eigen dari matriks dibawah ini :
a (2 2 )
T2 -1

0
)
1
5 2
: (1 0)
2 0 5
9. Tentukanlah invers dari fungsi A dari matriks 3 x 3 berikut ini :
a 0 —b
A= <0 1 0 )
b ¢ a
10. Diberikan sebuah matriks 2 macam matriks 3 x 3 sebagai berikut

1 -1 1 1 0 1
A=14 0 -1 , B=12 1 1
4 -2 0 2 1 2

Tentukanlah :
a. Invers dari matriks A atau (471) .
b. Invers dari matrik B atau (B™1)

O
/-~
O WN
w oo N W
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11.

12.

13.

c. Nilai dari matriks B~1AB dan

Nilai dari matriks B~1A"1B

e. Untuk 2 matriks A dan B saling diinverskan menghasilkan
sebuah matriks satuan atau matriks identitas.

e

Pada materi Mekanika Klasik, kita mempunyai persamaan vector
satuan pada koordinat polar # dan  jika dituliskan dalam bentuk
matriks adalah :

(F)=(os8 sinf) (1)

~

(5)=4()

. .. _ (cosf@ sin@
Dlmana.A—(_Sing cose)

Tentukanlah :
a. Nilai dari determinan matriks A
b. Persamaan matriks invers .

Atau :

Sesuai dengan soal pada nomor 11 pada materi Mekanika Klasik,
kita mempunyai persamaan vector satuan pada koordinat silinder
7, 8 dan k jika dituliskan dalam bentuk matriks adalah :

f" cosf sinf 0\ /1
<§>=(—sin6 cos 8 0)(f>
Z 0 0 1/ \k
7 i
§)-s()
z k

cosf sinf O
Dimana: B =| —sin8 cosf 0

0 0 1
Tentukanlah :

a. Nilai dari determinan matriks B
b. Persamaan matriks invers .

Atau :

Masih sesuai dengan soal pada nomor 12 pada materi Mekanika
Klasik, kita mempunyai persamaan vector satuan pada koordinat
bola #, 8 dan @ jika dituliskan dalam bentuk matriks adalah :
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sinfsing —cosfsing cosg\ /1
>=<—sin9cos<p cos 6 cos ¢ sincp)(f)

( cos 8 sin @ 0 k

# i
¢ k

sinfsing —cosfOsing cosg
Dimana: C = <— sinfcosp cosfcose sin (p)
cos @ sin @ 0
Tentukanlah :
a. Nilai dari determinan matriks C
b. Persamaan matriks invers .

AR S Y

Atau :

14. Diberikan sebuah matriks 3 x 3 sebagai berikut :
1 0 5i
A= <—2i 2 0>
1 1+i O

Tentukanlah :
Transpose dari matriks A atau (A7)
Adjoin dari matrik .
Invers dari matrik A atau (4™1)
Compleks conjugate dari matriks A dan
Transpose conjugate dari matriks A
Buktikanlah identitas dari soal diatas AA™!=A"1A=1
dimana I merupakan vector satuan.

o a0 o

15. Diberikan sebuah matriks 3 x 3 sebagai berikut :
0 2i -1
P = <—i 2 0 )
3 0 O

Tentukanlah :
a. Tentukanlah nilai dari determinan dari matriks P diatas
Tentukanlah invers dari matriks P diatas
c. Tunjukkanlah bahwasannya PPT merupakan matriks yang
simetri.

=
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16. Diberikan sebuah matriks 3 macam matriks 2 x 2 sebagai berikut:

17.

18.

0G0 sGh P el

Tentukanlah :
Transpose dari matriks A atau (A7) .
Invers dari matrik A atau (471)
Nilai dari matriks AB
Nilai dari matriks AT BT
Nilai dari matriks BT AT
Nilai dari matriks BAT
Nilai dari matriks ABC
Nilai dari matriks ABT C
Nilai dari matriks BTAC
Nilai dari matriks BT C
Nilai dari matriks B~1C
Nilai dari matriks C~1A4
. Nilai dari matriks CBT

I —RT T SQ@hooooTe

Diberikan sebuah matriks 3 x 3 sebagai berikut :

1 0 2i
A=|i -3 0
1 0 i

Tentukanlah :
Transpose dari matriks A atau (A7)
Adjoin dari matrik .
Invers dari matrik A atau (A~1)
Compleks conjugate dari matriks A dan
Transpose conjugate dari matriks A

®o0 o

Diberikan sebuah matriks 3 x 3 sebagai berikut :

1 0 2
A= (—1 -3 0)
1 0 2

Tentukanlah :
Transpose dari matriks A atau (A7)
Adjoin dari matrik .
Invers dari matrik A atau (A~1)
Compleks conjugate dari matriks A dan
Transpose conjugate dari matriks A

®o0ow

0 1
-1 0

)
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19. Buktikan bahwa vector — vector berikut saling orthogonal :
a. (1,-57,2,3)
b. (21,-271)

20. Tentukan jarak antara titik — titik berikut ini :
a. (4,-1,2,7)dan (2,3,19)
b. (-1,5-3,2,7)dan (2,6,2,7,9)

21. Hitunglah panjang vector dari point berikut ini :
a. (2,04,6,5)
b. (-5,1,53,-2)
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